2.  Teorie eulerovských grafů

2.1  Historický pohled

Eulerovské grafy, jimž je tato práce věnována, nesou jméno Leonharda Eulera, významného švýcarského matematika 18. století, který se převážně věnoval analýze, teorii čísel, pravděpodobnosti a geometrii.

Této pocty se mu dostala tím, že roku 1736 vyřešil problém Königsbergských mostů, který je považován za první příspěvek k teorii grafů a tento rok je všeobecně pokládán za prvopočátek celé teorie grafů.

Daný problém spočíval v tom, že ve městě Königsbergu (v českých zemích toto město nazývali Královec, dnes je to Kaliningrad) jsou v centru města na řece Pregel dva ostrovy, které v 18. století spojovalo s oběma břehy sedm mostů (obrázek 2.1). Problém Königsbergských mostů spočíval v nalezení cesty, která by spojovala všechny části města, začínala a končila ve stejné části (ve stejném bodě), a při které by každý most byl použit právě jednou.
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Leonhard Euler postupoval tak, že si břehy a ostrovy označil písmeny (obrázek 2.2), které pak představovaly jednotlivé vrcholy grafu. Sedm mostů pro změnu reprezentovalo spojnice mezi těmito vrcholy (hrany grafu). Jako první tak nalezl grafovou reprezentaci celé situace (obrázek 2.3).
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Po sestavení grafu se dále dotazoval na existenci uzavřeného tahu (dnes mluvíme o tahu eulerovském) procházejícího všemi vrcholy, a dokázal, že není možné takový tah sestrojit. Problém je v tom, že všechny vrcholy grafu jsou lichého stupně. Hledáme-li uzavřený tah, musíme se do každého vrcholu vrátit tolikrát, kolikrát jsme jej opustili, vždy po nové hraně. Kdybychom dostavěli ještě dva mosty (přidali do grafu dvě hrany – obrázek 2.4),  požadované řešení snadno najdeme. Může se například jednat o tah a, d, b, d, c, b, c, a, b, a.

2.2  Definice a pojmy

Než se pustím do vysvětlování termínu eulerovský graf, rád bych objasnil několik pojmů, které jsou pro popis dané problematiky nezbytné.

Obyčejný graf – uspořádaná dvojice (V,E), kde V je neprázdná množina a E (může být i prázdná) je množina dvouprvkových podmnožin množiny V. Prvky množiny V nazýváme vrcholy a prvky množiny E hrany grafu G.

Stupeň vrcholu – číslo rovnající se počtu hran incidentních s daným vrcholem. Posloupnost stupňů jednotlivých vrcholů pak nazýváme skóre grafu.

Úplný graf – graf, ve kterém je každý vrchol spojen s ostatními vrcholy grafu hranou. Pokud graf obsahuje n vrcholů, pak počet hran je roven n * (n - 1) / 2.

Sled – sled délky k v grafu G je posloupnost vrcholů a hran (v0, e1, v1, ..., ek, vk)  taková, že  ei = {vi-1, vi} pro i = 1, ..., k.

Tah - tah délky k v grafu G je sled délky k v grafu G takový, že platí ei ( ej  pro každé i ( j, i, j ( {1, …, k}. Jedná se o sled, ve kterém se neopakují hrany.

Cesta - cesta délky k v grafu G je sled délky k v grafu G takový, že platí vi ( vj  pro každé i ( j, i, j ( {0, …, k}. Jedná se o sled, ve kterém se neopakují vrcholy ani hrany.

Uzavřený sled - uzavřený sled (resp. uzavřený tah) délky k v grafu G je sled (resp. tah) délky k v grafu G takový, že platí v0 = vk . To znamená, že vrchol, z kterého vycházíme (první vrchol sledu/tahu), je roven vrcholu, ve kterém končíme (poslední vrchol sledu/tahu).

Kružnice – kružnice délky k  v grafu G je posloupnost vrcholů a hran (v0, e1, v1, ..., ek-1, vk-1, ek, v0)  taková, že ei = {vi-1, vi} pro i = 1, ..., k-1,   ek = {vk-1, v0} a  vrcholy v0, v1, ..., vk-1 jsou po dvou různé.

Most – hranu e grafu G nazýváme most, jestliže graf G – e má více komponent než graf G. Jedná se tedy o hranu, kterou když vyjmeme, dojde k navýšení počtu komponent (graf se rozpadne na více částí). Také je to hrana, která neleží na žádné kružnici.

Souvislý graf – graf, pro který platí, že mezi každými dvěma jeho vrcholy existuje cesta. Takový graf se skládá z jedné komponenty.

Komponenta grafu – souvislý podgraf grafu G, který není obsažen v žádném větším souvislém podgrafu grafu G (tj. komponenta grafu G je každý maximální souvislý podgraf grafu G).

2.2.1  Obyčejný eulerovský graf


Graf, v němž existuje uzavřený tah (v0, e1, v1, ..., ek, v0) takový, že každá hrana grafu se v něm vyskytuje právě jednou, nazýváme eulerovský graf a příslušný tah uzavřený eulerovský tah. Zjednodušeně řečeno, eulerovský graf je takový graf, který můžeme nakreslit jedním uzavřeným tahem.


Graf, jehož všechny vrcholy mají sudý stupeň, budeme nadále pro zjednodušení vyjadřování nazývat sudým grafem. Pro jakýkoliv sudý graf platí, že neobsahuje most. Pokud tedy vyjmeme libovolnou hranu takového grafu, neporušíme tak jeho souvislost. Každá hrana sudého grafu leží na nějaké kružnici.


Každý sudý graf lze zapsat jako sjednocení kružnic, které jsou navzájem po dvou hranově disjunktní. Sjednocením grafů  G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2),  ..., Gk = (Vk, Ek) rozumíme graf G = (V1 (  ... ( Vk, E1 ( ... ( Ek). Hranově disjunktními kružnicemi míníme kružnice, které nemají společnou hranu, ale vrcholy společné mít mohou.

Vlastnosti sudých grafů jsem zde rozebral záměrně, jelikož graf, aby byl eulerovský, musí právě splňovat podmínku sudosti. Druhá vlastnost, která musí být splněna, je ta, že takový graf musí být souvislý. To znamená, že je tvořen jednou komponentou.
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Na obrázku 2.5 si můžete prohlédnou příklad takového eulerovského grafu. Na první pohled je patrné, že se skládá z jedné komponenty, tudíž je souvislý. Čísla v kolečku představují stupně jednotlivých vrcholů. V našem případě se zde vyskytuje pouze dvě hodnoty – 2 a 4, tudíž je zřejmé že se jedná o sudý graf. Vnitřní obrazce pak reprezentují hranově disjunktní kružnice. 

2.2.2  Jednotažka

Jednotažka je graf, v němž existuje tah (v0, e1, v1, ..., ek, vk) obsahující všechny hrany grafu. Jednotažka, zjednodušeně řečeno, je graf, který lze nakreslit jedním tahem (ne nutně uzavřeným). Každý eulerovský graf je jednotažka.

Jinými slovy, graf je jednotažka právě tehdy, když je souvislý a zároveň je buď sudý nebo má právě dva vrcholy lichého stupně. 
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Klasický příklad jednotažky, která má dva vrcholy lichého stupně, můžete vidět na obrázku 2.6. V tomto případě se jedná o vrcholy d a e, jejichž stupně jsou rovny třem. Pokud bychom hledali tah tímto grafem, musíme vždy vycházet z jednoho z nich a končit v druhém lichém vrcholu.

2.2.3  Orientovaný eulerovský graf

Obyčejný orientovaný graf je uspořádaná dvojice (V,E), kde V je množina vrcholů a E je množina hran, přičemž hrana e z E je uspořádaná dvojice dvou navzájem různých vrcholů.


Hrany obyčejného orientovaného  grafu nazýváme šipky. Hranu e = (x,y) kreslíme ve tvaru x(((((y . Vrchol x nazýváme počáteční vrchol hrany e, vrchol y koncový vrchol hrany e, oba vrcholy jsou vrcholy incidentní s danou hranou a o vrcholech x, y také hovoříme jako o sousedních vrcholech.


Symetrizací orientovaného grafu míníme tentýž graf, ve kterém však šipky nahradíme žebry. Pokud pro orientované grafy používáme pojmy zavedené pro grafy obyčejné míníme tím pojmy vztahující se na symetrizaci daného grafu.

Vstupní stupeň vrcholu v je číslo rovnající se počtu šipek vstupujících do vrcholu v a výstupní stupeň vrcholu v je číslo rovnající se počtu šipek vystupujících z vrcholu v. Pro každý orientovaný graf platí, že součet vstupních stupňů se rovná součtu  výstupních stupňů, sčítáno přes všechny vrcholy daného grafu.


Orientovaný graf G se nazývá vyvážený, jestliže pro každý vrchol grafu G platí, že vstupní stupeň vrcholu se rovná výstupnímu stupni tohoto vrcholu.


Po vysvětlení základních pojmů z oblasti orientovaných grafů, můžeme přejít k samotné definici orientovaného eulerovského grafu. Orientovaný eulerovský graf je orientovaný souvislý vyvážený graf. 
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Obrázek 2.7 právě zachycuje orientovaný eulerovský graf. Pokud bychom spočítali u každého vrcholu všechny vstupující a vystupující šipky, došli bychom k závěru, že se tyto dvě hodnoty shodují. Graf je vyvážený.

2.2.4  Orientovaná jednotažka


Orientovaná jednotažka je graf orientovaný, mající obdobné vlastnosti jako obyčejná jednotažka. Je to souvislý graf, který má buď všechny vrcholy vyvážené, nebo existují právě dva vrcholy lichého stupně s následující vlastností: rozdíl mezi vstupním stupněm prvního lichého vrcholu a výstupním stupněm prvního lichého vrcholu je roven jedné a u druhého lichého vrcholu je to přesně opačně – rozdíl výstupního a vstupního stupně tohoto vrcholu je roven jedné. V druhém případě bude tah vždy vycházet z toho lichého vrcholu, který má výstupní stupeň větší než vstupní stupeň.
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Přehledně vše ukazuje obrázek 2.8, ve kterém vrcholy b a e jsou lichého stupně. Do vrcholu b vstupují dvě šipky a vystupuje jedna. V případě vrcholu e je tomu naopak (vstupuje jedna a vystupují dvě šipky). Z předchozí definice vyplývá, že při kreslení tahu musíme vždy vycházet z vrcholu e, ve kterém počet vystupujících šipek převyšuje počet šipek vstupujících. V tomto případě existuje pouze jediné řešení, a to tah e, b, c, f, e, d, a, b.

2.3  Kreslení eulerovského tahu


Pro algoritmus kreslení eulerovského tahu budeme potřebovat datovou strukturu zásobník (jedná se o datovou strukturu typu LIFO). Do zásobníku budeme postupně ukládat vrcholy grafu tak, jak jimi budeme postupně procházet. Když dojdeme do vrcholu, odkud již nepovede žádná dosud nepoužitá hrana, tento vrchol ze zásobníku vyjmeme a opět se zajímáme o vrchol ležící na konci zásobníku. To vlastně znamená, že se vrátíme poslední použitou hranou zpět. Tento návrat zaznamenáme do další datové struktury, kterou označíme ET (eulerovský tah). Tj. ze zásobníku vyjímané vrcholy odkládáme do ET.



Na obrázcích 2.9 až 2.14 je zachycen průběh kreslení eulerovského tahu. Hrany doposud nepoužité jsou označeny přerušovanou čarou. Hrany, které jsme prošli při přidávání vrcholů do zásobníku Z, jsou označeny plnou čarou a hrany tvořící samotný eulerovský tah ET jsou zvýrazněny tučně (jejich pořadí je očíslováno).


Na začátku jsou obě datové struktury prázdné (neobsahují žádné vrcholy – obrázek 2.9). Víme, že eulerovský tah projde všemi  vrcholy grafu, tudíž nezáleží na tom, kde začneme. Zvolíme si třeba vrchol a a vložíme jej do zásobníku. Z vrcholu a vedou dvě hrany, vybereme tu do vrcholu b (postupujeme podle abecedy). Tento vrchol opět vložíme do  zásobníku. Z vrcholu b se přes vrchol c, který též vložíme do zásobníku,  dostaneme zpět do vrcholu a a vložíme jej do zásobníku. Z vrcholu a však další hrana nevede, proto přesuneme tento vrchol do ET (obrázek 2.10).
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Posledním vrcholem v zásobníku Z je v tuto chvíli vrchol c. Pokračujeme bez potíží do vrcholů d, b, e a znovu do vrcholu c (obrázek 2.11). Zjistíme, že hrany incidentní s vrcholem c jsou nyní již vyčerpány (všechny jsou označeny plnou čarou). Vyjmeme ho a vložíme jej do ET, kde se nyní nacházejí vrcholy a, c (obrázek 2.12), které zároveň určují zařazení hrany {a, c}  do výsledného tahu ET.
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Na poslední místo v zásobníku Z se tak dostává vrchol e, z kterého se dostaneme do vrcholů d, f a e, čímž jsme se opět dostali do slepé uličky. Tento vrchol e tedy přesuneme do ET (obrázek 2.13). Jelikož jsme již vyčerpali všechny hrany můžeme postupně vyjímat jednotlivé vrcholy ze zásobníku Z a vkládat je do datové struktury ET a postupně tak určovat ET. Ve chvíli, kdy je zásobník Z prázdný dostáváme výsledný eulerovský tah, která má podobu a, c, e, f, d, e, b, d, c, b, a (obrázek 2.14).
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2.4  Kreslení tahu v případě jednotažky


Při hledání tahu jednotažky postupujeme tak, že jednotažku změníme přidáním hran na eulerovský graf. Tj. do grafu vložíme pomocný vrchol, který si označíme například písmenem x a tento vrchol spojíme s vrcholy, které jsou lichého stupně (na obrázku 2.15 jsou nově vložené hrany zobrazeny přerušovaně).
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Při kreslení tahu pak použijeme předchozí algoritmus. Dostaneme tah a, c, e, x, d, e, b, d, c, b, a. Z výsledného tahu odebereme přidaný vrchol x, čímž z něj odebereme i přidané hrany. Výsledný tah je tvořen posloupností vrcholů a hran, začínajících ve vrcholu d (tj. ve vrcholu, který následoval za přidaným pomocným vrcholem x ) a končíme ve vrcholu e (tj. ve vrcholu, který předcházel pomocný vrchol x ). Pochopitelně dvojnásobný výskyt krajního vrcholu a, který nám uzavíral eulerovský tah, uvažujeme jen jedenkrát. (obrázek 2.16).


Kreslit jednotažku můžeme i přímo, bez přidání vrcholu x. Algoritmus však musíme začít v jednom ze dvou lichých vrcholů. Po prvním průchodu najdeme tah, který není uzavřený, končí v druhém z lichých vrcholů. Další nacházené tahy pak již budou vždy uzavřené.
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